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Commande par
retour d'état des
systemes
multivariables
(SM)

Exercices d'application

A. Exercices d'application

1. Exercice 1

Considérant le systéme représenté par I'équation d'état suivante :

-5 1 0 0
x=0 -2 1 |x+|lo]|u
0 0 -1 1

Que l'on cherche a le stabilisé par retour d'état. Chercher K de telle facon que le
polynome caractéristique en boucle fermée wd,BF(s)=s3+6sz+13s+20

Solution

Ici on utilise la méthode directe parce que les systéme matricielle contient
beaucoup des zéros
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Commande par retour d'état des systémes multivariables (SM)

s+5 -1 0 0 s+5 =1 0
det(SI—(A—BK)) =, yo(s)=det|| 0 s+2 —1 |+|o|lky &k, k)|=det| 0 s+2 -1
0 0 s+1] \1 ky k  s+1+k,
=det (SI—(A—BK))=s+(k,+8)s’+(17+k,+7k, ) s+ (k,+ 5k, + 10k, +10) =, ,(s)
k,+8=6 k,=—2

= 17+k,+7k,=13 =| k,=10 = K=[-2010-2]
ko+5k,+10k,+10=20 |k,=—20

2. Exercice 2
Considérant le systeme représenté par I'équation d'état suivante :

1 4 -1 2
=6 —1 3 |x+| 3 |u
2 2 =5 \-1

Que I'on cherche a le stabilisé par retour d'état .Chercher K de telle fagon que le
polynome caractéristique en boucle fermée ait pour racines —1, —1-2j, —1+2j .

Solution

Ici est difficile d'utiliser la méthode directe, parce que les systéme matricielle ne
contient pas beaucoup des zéros. alors on utilise la méthode indirecte

on commence par la vérification de commandabilité de systéme

2 15 24
We, =B AB A’Bl=|3 6 129

-1 15 =33
det(We,, |=—3492#0—rang(We,, )=3=n

Alors le systéme est commandable par retour d'état
Maintenant on va récris le systéeme sous la forme compagne de commande
L'équation caractéristique de systeme on boucle ouverte

s—=1 -4 1
det(sI—A)=det| —6 s+1 -3 |=5+55—295—129=5"+a,s’+a,s+a,
-2 =2 s+5



Commande par retour d'état des systémes multivariables (SM)

Alors la forme compagne de la commande est :

0 1 0 0
x=[ 0 1 [x+[{olu =x=| 0 0 1 |x+|0|u
—a, —a, —a, 1 129 29 -5 1
Se qui donne :
0 1 0 0
A= 0 0 1 B.=|0
129 29 -5 1

L'équation caractéristique de systéme on boucle fermée :

Yy e (s)=(s=(=1))(s=(—1-2j))(s—(—1+2j))=5"+38’+Ts+5=5"+ 0,5 + 0, s+,

Se qui donne :

k,=o,—a, |k,=5-(-129) |k,=134
k,=o,—a,={k,=7-(-29) = k=36 =K .=[134 36 -2]
k,=a,—a, k.,=3-5 k.,=—2

Maintenant on calcul la matrice de passage

2 15 24

We,,=[B AB A°B]=|3 6 129
-1 15 =33

0 1

0
Wec,,,=[B. A.B, A’B.]=|l0 1 -5
1 =5 54

1 —0.5129 23196 —25.8608

0.6108 —0.2448 —0.51291/0 O
I —5|=| 0.0533 —0.2543  2.8247

T™'=(We,,,XWec,,,)=| 0.0086 00120  0.0533 |0
—0.0146 0.0129  0.0095 |\l -5 54 0.0095 —0.0344 0.4313

Maintenant on calcule la matrice de retour d'état K

—0.5129 23196 —25.8608

K=K XT '=[134 36 —2]| 00533 —02543 2.8247
0.0095 —0.0344 04313

=[1.4227 —0.9416 2.0206]
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Commande par retour d'état des systémes multivariables (SM)

3. Exercice 3

Soit le systeme :

1o -1 1| [-1 -1 2
PO B G O R o
01 0 1 0 2 0
11 =10 10 -1

Calculer le retour d'état K permettant d'avoir en boucle fermée les poles : —1, =2,
-3, -4
Solution

On a un systeme multi-variables avec trois entrées et deux sorties, alors on utilise
la méthode de placement des valeurs et vecteurs proores

Pour le pdle (-1)

N L
. [ vl
o 20 -1 1 -1 -1 2]
2 11 -10 0 1 1]3°
A=n1 Blly, =0 -0
! S e (R R 0"
7 11 -1 1 1 0o -1]%
ﬂzl 9
Iq3l
on pose v,=0.2212,v,=-0.7747,v,=0.5820
v,=0.1108
_ g, =2.1192
¢,=0.0410
q,=1.0945

Pour le pole (-2)



Commande par retour d'état des systémes multivariables (SM)

n [ |
m | vl
E‘ 30 =1 1 -1 -1 2 :z
2 12 -10 0 1 117
A-M1 Bllyv.|=0 =0
! iTP70 01 2 1 0 2 o™
9 11 -12 1 0 —-1[|%
.‘h. q,
Iq3l
on pose v,=—0.1309,v,=-0.7809,v,=0.4723
v,=—0.3874
q,=7.0206
¢,=—0.3604
¢;=4.0871
Pour le pole (-3)
i [ |
m L vl
:‘ 40 =11 -1 -1 2 12
2 1 3 -10 0 1 117
A-M1 Bl|yv.|=0 —0
3 isFV0 01 3 1 0 2 o||Ye
9, 11 -13 1 0 —1||%
ﬂzl q,
CI3I

i
on pose v,=—0.7144,v,=-0.2890, v,=—0.2317

v,=0.5937
_|q,=0.5658
q,=0.0794
q,=0.9814

Pour le pole (-4)



Commande par retour d'état des systémes multivariables (SM)

] [
m || vl
i 50 -1 1 -1 -1 2"
V2 1 4 10 0 1 1"
A=n1 By |= _
M =020 10 4 1 0 2 o ||
9 1 1 -1 4 1 0 -—=1|%
.‘b. q,
q;
[

|
on pose v,=0.3780,v,=—0.4911,v,=—0.7798

v,=—0.0887
_| ¢, =—1.5448
g,=1.4596
g, =—1.1441

Finalement :

0.2212 —-0.1309 —0.7144 0.3780 B
—0.7747 —0.7809 —0.2890 —0.4911
0.5820 0.4723 —0.2317 —-0.7798
0.1108 —0.3874 0.5937 —0.0887

5.4607 3.5065 —2.2744 6.4373
K=[-0.8675 0.5903 1.1305 —0.4490
3.8823  2.0606 —1.2834 3.5207

21192  7.0206 0.5658 —1.5448
K=—0V '=—[0.0410 —0.3604 0.0794 1.4596
1.0945 4.0871 09814 —1.1441

4. Exercice 4

Soit le systéme composé d'un accélérateur de vitesse qui commande un véhicule ou
la commande u(t) représente la vitesse désirée, d est la position et vt la vitesse

actuelle.

i z d(f)’ 3 X v (¢)

u(t)

X

Accélérateur de vitesse
1. Donner [|'équation d'état et de systéme en choisissant x1(t)=d(t) , X
2( t)=v(t)
2. On désire estimer la vitesse v(t) et la position d(t) , on utilise un
observateur qui posséde les performances: dépassement Mp%=49% et le

mEE



Commande par retour d'état des systémes multivariables (SM)

temps de réponse Te(5%)=0.7413
« Est-ce-que I'observateur est réalisable ?
« Déterminer cet observateur.
Solution
« La représentation d'état de systéme

2
g x1_;(u—x1) x1=—2X1+2u x:(_z 0 - ) .
N IR B B I 3 =370
2 P os+37! Y=X, y=(0 1)x
Y=X,

» L'observateur est réalisable si le systeme est observable

W=[C€1]=[§ —13]

det(W,, )=—3#0=rang(W,,)=2=n

Alors |'observateur est réalisable
- Détermination de I'observateur (Calcul de gain de |'observateur)

—nE

=1 _ =
Mp :13006 0,492 5—0,861 :>}\'1’2:_§Wnijwn\/1_22:_4ij2’4
T =3 —07413 Wa=47

Ew,

Vg gr=(s—(—4+2.4))(s—(—4—j2 4))=5"+8s+21,76

det(sI—A+LC)=det(s((l) (1))—(_32 _03 + 50)(0 1))=s2+(11+5)s+310+2ll+6
1
[,+5=8 1,=3 3
det(sI—A+ LC)= = ! = 1 =[=
( S 31,421, +6=21,76 [10=3,2533 [3,2533]

5. Exercice 5

Soit le systeme suivant :

x=(g _12 x+ 3 u
y=(1 O)x

1. Quel est le type de Systéme ?
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Commande par retour d'état des systémes multivariables (SM)

2. Vérifier la stabilité de systéme en boucle ouverte.

Vérifier la commandabilité de systeme.

4. Déterminer le correcteur par retour d'état de sorte que le systéme corrigé

( en boucle fermée) ait les pbles —2— j 2V3, =2+ j 2V3.

Vérifier I'observabilité de systeme

6. Déterminer I'observateur d'ordre totale tel que les plles désirés sont cing
(5) fois plus grand que les poles en BF.

e

o

Solution

e On a un systéme mono-variable (SISO)
» Les péles de systéme sont les valeurs propres de la matrice d'état A

der(A—M)=0:det((8 jz)—x((l) ?)):o:x(mz):o%:o, hy=—2

On a un péle égale a zéro alors le systeme est instable en boucle ouverte
e Pour vérifier la commandabilité de systéme on suit les étapes suivantes :

4 -8
=—16#0= rang(Wewm)=2=n

We. =[B AB]=[0 4 ]
det (We

com )

Alors le systéme est commandable
e Pour chercher le correcteur d'état qui permet de stabiliser le systeme en

boucle fermée, on peut utiliser la méthode directe :
det (sI—A+BK )=,
Y, gr=(s—(=2-j2V3))(s=(-2+j2V3))=5"+4s+16

det(sl—A—i—BK):det(s((l) (1))—(8 _12)+(2)(k0 kl)):sz+(4kl+2)s+4k0

det (sI— A+ BK )=, yr=| =16 :[ k=4 _x-1a L

4k, +2=4

bl
Il
—
~—
[\)
N | —

» Vérification d'observabilité de systeme

vl G )

det(W , )=1£0=rang(W , )=2=n

Alors le systéme est observable.
- Détermination de I'observateur d'ordre totale avec des pdles désirés sont
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Commande par retour d'état des systémes multivariables (SM)

cing (5) fois plus grand que les poles en BF

A X5=(—2—;2V3)x5=—10— ;103
A, X5=(—2+j2V3)x5=—10+,10V3
Y, 4 gr=(s—(=10=;10V3))(s=(=10+ 10V 3))=5"+20s+ 400

Calcul de gain de I'observateur L

afet(sl—A+LC)=afet(s(1 O)—(O 1)—1—(10)(1 0) =5 +(1,+2)s+21,+1,

0 1) \0 =2) 11,
_ [,+2=20 [,=18 |18
det\sI —A+LC )= = 0 = |0 =>[=
( = ar 21,+1,=400 [ll=364 [364]
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