Solutions des exercices du TD 3

Solution de ’exercice 1 : 1) Un calcul trés simple nous donne

4 5 6 2 4 -1
20-D = 28 -1 0|-|5 -3 7
3 4 0 1 4 2
8 10 12 2 4 -1
= 6 -2 0 | -5 -3 7
6 8 0 1 4 2
6 6 13
— 111 -7,
5 4 —2
4 5 6 2 4 -1 39 25 43
CD=1|8 -1 0 5 =3 7 | =111 35 —-15 |,
3 4 0 1 4 2 26 0 25
4 5 6 4 5 6 74 39 24
C*=|8 -1 0 8 —1 0 | = 24 41 48 |,
3 40 3 4 0 44 11 18

2) On a
—1 2
det (A) = — (=1) x4—3x2=—10,
3 4
2 4 -1
det(D) = |5 -3 7 :2‘_43 ;‘—4“’ ;'—1‘? _43‘
1 4 2
2x(—34)—4x3—-1x23
= —103.

3) On obtient facilement

-1 2 —4 2 10 0 10
i () () (2 ) won (D) e

1
A x _B:IQ
10

On en déduit que la matrice A est inversible, et alors

cegren(31) -G )

1

D’ou,



Solution de ’exercice 2 : On a

A3 =3A%2 —5A+2] <« A3 —3A%2+5A=2]
— A(A*-3A+51)=2]

1
= Ax(A=34450) =1
On en déduit que A est inversible et alors
A7l = (A*-3A+5]).

Solution de ’exercice 3 : 1) Calculons 'inverse de la matrice A. On a

2 0 =2
det(A) = | -4 6 8
0o 2 2
6 8 —4 8 —4 6
= 2x 5 2‘—Ox 0 2’+(—2)>< 0 9
= —8+16=28.

Comme det A # 0 alors A est inversible, ainsi A~ existe et

-1 _ I,
det A

ou C' est la comatrice de A,

|68 —4 8 |4
2 2 0 2 0 2
| o -2 L2 -2 120
- 2 2 0 2 0 2
Lo -2 2 2| |20
6 8 —4 8 —4 6
D’ou
—4 8 -8 —4 -4 12
C=[ -4 4 —4| e ‘c=| 8 4 -8
12 -8 12 8 —4 12
Par suite
) L 12 ~1/2 —1/2 3/2
= ‘C=-| 8 4 -8 |= 1 /2 -1
det A 8\ -8 —4 12 1 —1/2 3)2



2) On a

20 — 22 =2 20 — 2z 2
—dr+6y+82=4 <— —4r+6y+8 | =| 4
20+22=6 2y—|—2z 6
T 2
= —4 6 8 y | =1 4
0o 2 2 z 6
2
— Al y | =14
z 6
T 2
— AMA|l y | =A1 4
z 6
x 1 —4 —4 12 2
— I-| vy =3 8§ 4 =8 4
z -8 —4 12 6
x 48
1
= Y =3 —16
z 40
x 6
<~ y | =1 —2
z 5)

Solution de ’exercice 4 : 1) f: R? = R3, f (z,y) = (3x — y, 2x + 4y, 5z — 6y).

Ona f(1,0) = (3,2,5) et f(0,1) = (—1,4, —6). D'oi

3 —1
M=12 4
5 —6

2) f:R} = R3 f(x,y,2) = 3z — 2y + 52,20 + y — 7z, 4z — 6y).
La base canonique de R? est {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
Ona f(1,0,0) = (3,2,4), £(0,1,0) = (=2,1,—6) et f(0,0,1) = (5, —7,0). D’on

3 =2 5
M=|2 1 =7
4 -6 0

Solution de ’exercice 5 : 1) La matrice M de f dans la base canonique B est définie comme
suit

1 -1 2
M= -1 1 1
3 -2 1
JOna f:R>—R3
x T 1 -1 2 x T —y+2z
fly|=M{y]=(-1 11 y | = —z+y+z |,
z z 3 =21 z 3r —2y+ 2



ou bien
f(r,y,2)=(x—y+2z,—x+y+23c—2y+2).

3) Soient «v, § et « des réels, alors

ael + fey + ey =0ps = (261 + e3) + (261 — 2€5) + 27ve3 = Ops
=  (2a+20)e1 + (v —25) e3 + 2ye3 = Ogs.

Comme (eq, ey, €3) est libre alors

20428 =0 3aa=0
a—20=0 <= a—20=0 <=
2y =10 v=0

= X Q
Il
oo o

Donc (e}, €5, e3) est libre, et puisque dim R?® = 3, alors B’ = (e}, €}, €3) est une base de R3.
4) La matrice de passage P de la base B = (e1,e2,e3) & la base B’ = (€], €}, ¢4) est définie
comme suit

2 2 0
P=11 -2 0
0 0 2

La matrice P~! est la matrice de passage de la base B’ = (€}, €}, ¢3) a la base B = (ey, eq, €3).
Calculons det P

detP=|1 -2 0|=2x| 2% ax|! O0sox|} 2= 12
0 2 0 2 0 0
0 0 2
Comme det P # 0 alors P est inversible, ainsi P~! existe et
-1 _ Ly
det P
ou C est la comatrice de P,
2o fro] 1 -2
0 2 2 0 0
2 0 2 0 2 2
¢= _‘02‘ o 2 _'oo'
2 0 0 2 2
+’—20‘ 1o +‘1—2‘
D’ou
-4 -2 0 —4 —4 0
cC=| -4 4 0 , fC=| -2 4 0
0 0 -6 0 0 -6
Par suite
1 q —4 -4 0 1/3 1/3 0
-1 t
= C=—1 -2 4 0 =\|1/6 -1/3 0
det P 2V o o -6 0 0 1/2



5) On a X =e; — e3. Donc X = (1,0, —1) dans la base B = (e, e, 3). Les coordonnées de X
dans la base B’ = (¢}, €, €}) sont

1 4 40 1 4 A 1/3
Pt =z 2 4 0 0 =7 2= 1/6
~1 0 0 -6 ~1 6 —1/2

Donc X = (3, +,5) dans la base B’ = (e}, €}, €}).

6) La matrice A associé a f par rapport a la base B’ = (€], €5, €}) est donnée par

A = P'MP
4 40 1 -1 2 2 2 0
= 5|24 0 -1 1 1 1 -2 0
0 0 -6 3 -2 1 0 0 2
[ 0 0 -12 2 2 0
= 5| 6 6 0 1 -2 0
~18 12 —6 0 0 2
(0 0 -u
= 5| 6 -2 0
24 —60 —12
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Solution de I’exercice 6 : 1) La matrice du systéme (S7) est
5 =8
(57

5 —8

det(A):‘ C

‘:—417&0.

Donc le systéme linéaire (S7) admet une seulle solution, et on a donc

1 -8
-4 3 —-29 29
T = —_= = —
det (A) —41 41’
5 1
-7 4| —13 13
Y= et (4) T —a1 4
2) La matrice du systéme (.S3) est
3 =2 1
B = -2 1 -1
2 —4 5



3 -2 1
det(B)=| -2 1 —1|=-7#0.
2 —4 5

Donc le systéme linéaire (S2) admet une seulle solution, et on a donc

0 -2 1
-1 1 -1
2 4 5| -4 4
v det(B) -7 T
3 0 1
-2 -1 -1
2 2 5| 11 on
YT T det(B) -1 10
3 -2 0
-2 1 -1
2 -4 2 —-10 10
z = fry = —.
det (B) -7 7
3) La matrice du systéme (.S3) est
21 1 0
C= 2 0 1+
0 1—-¢2 —6
On a
21 1 0
det(C)=|2 0 1+i|=12—4i#£0
0 1—2 —6

Donc le systéme linéaire (S3) admet une seulle solution, et on a donc

-3+:7 1 0

6 0 1+
3i  1—i —6 | 39+i 29 21

v det (C) " 124 10 20"

2% —3+i 0

20 6 1+

0 3 6| -—30-54 9 24
v= det (C) T 12-4 10 5

2% 1 3+

2 0 6

0 1—i 3 ~16-10i 19 23
T det (O) T T12-4 20 207



